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02 Février 2001

Projet pour l’enseignement des mathématiques en Terminale ES

Avertissement : Le document ci-dessous définit des contenus et certaines modalités de mise en œuvre ; mais, comme dans le projet concernant la terminale S, on y trouve aussi des considérations générales, l’exposé des motifs et objectifs ayant conduit  à proposer ce projet : certains de ces éléments ne pourraient en aucun cas apparaître dans la rédaction d’un programme destiné à paraître au B.O. 

Les objectifs généraux de l'enseignement des mathématiques pour la série ES ont été présentés  dans le programme de 1ère ES (BO n°8 du 31 août 2000, volume 6 du numéro hors-série) : entraînement à la lecture active de l'information et à son traitement, initiation à la pratique d'une démarche scientifique globale (dans laquelle l'étude expérimentale – par les élèves - de situations suffisamment riches précède et conditionne la mise en place des nouveaux concepts), cohérence dans les choix faits pour la formation des élèves. 

Pour la partie obligatoire, le projet présenté ici reprend l'essentiel de ce qui constituait l'ancien programme (statistique et probabilités ; fonctions numériques et calcul intégral) ; comme dans l'ancien programme, aucun élément nouveau de géométrie n'a été introduit. Les choix faits lors de la mise en place des nouveaux programmes en seconde et première ont néanmoins imposé quelques ajustements, en particulier en statistique et probabilités. D’autres ajustements pourront aussi être apportés selon les choix faits dans le programme d’économie, concernant notamment les « fonctions coût ».

Pour la partie spécialité, le projet présenté ici est résolument novateur : on en trouvera les raisons dans les paragraphes relatifs à la spécialité. Cet aspect novateur  garde toutefois une dimension raisonnable, eu égard à l'horaire en jeu ; il valorise par ailleurs la section ES qui aborde ainsi des objets mathématiques originaux.

Il est à noter que ce programme de spécialité se situe dans le prolongement de celui de l'option de première ES ; les élèves voulant choisir la spécialité mathématiques en terminale ES auront donc tout intérêt à prendre l'option mathématiques en première, sauf à prétendre à quelques heures de rattrapage, en particulier pour le calcul matriciel.

On trouvera dans le présent document :

1. Le projet de programme pour la partie obligatoire de Terminale ES, rédigé selon le format utilisé pour le programme de la classe de première (3 colonnes : contenus; modalités obligatoires de mise en œuvre, commentaires) et décliné selon les trois titres : fonctions numériques, calcul intégral, statistique et probabilités.

2. Le projet de programme pour la spécialité de Terminale ES.

3. Un projet de document d’accompagnement en statistique.

1- Projet de programme pour la partie obligatoire de Terminale ES

Contenus
Modalités de mise en œuvre 
Commentaires

Fonctions numériques 

Continuité

Primitives d’une fonction sur un intervalle.

Définition. Deux primitives d’une fonction sur un intervalle diffèrent d’une constante.

Limites et inégalités.

Fonctions logarithme népérien et exponentielle.

Propriétés caractéristiques. Dérivée. Comportement asymptotique.

Définition de 
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Fonctions : 
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Croissance comparée :
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On se limitera à une approche intuitive et on admettra que les fonctions usuelles sont continues  par intervalle. On examinera graphiquement, à titre de contre-exemple, la fonction partie entière.

On déterminera les primitives des fonctions usuelles par lecture inverse du tableau des dérivées.

On interprétera des inégalités du type : 
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 lorsque les limites de g, u et v permettent d'en déduire la limite de f.
On utilisera les notations habituelles (lnx, nombre e, notation 
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On fera le lien avec les suites géométriques étudiées en classe de première et on expliquera ainsi l’expression “ croissance exponentielle ”. On s’appuiera sur des représentations graphiques pour illustrer les rapidités de croissance 


La propriété des valeurs intermédiaires sera présentée graphiquement ; on conviendra, dans les tableaux de variation, que les flèches obliques de variation traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction sur l’intervalle considéré. On allégera ainsi la rédaction des problèmes de recherche de solution approchée des équations du type : 
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On ne soulèvera aucune difficulté sur l’existence des primitives des fonctions usuelles.

L’existence et la dérivabilité de ces fonctions sont admises

On pourra mentionner la fonction logarithme décimal.

On pourra, pour certaines suites ou fonctions tendant vers +( ou 0 s’intéresser au temps de doublement ou de diminution de moitié.



Composition des fonctions.

Dérivation de la composée de deux fonctions.
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Dérivée logarithmique d’une fonction strictement positive, d’un produit et d’un quotient de fonctions.


On reconnaîtra la composée de fonctions dans des cas simples et, lorsque les fonctions mobilisées sont monotones, on en déduira le sens de variation.

On illustrera avec les exemples suivants : ln u, exp u, 
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On recherchera les fonctions à dérivée logarithmique constante


Les exemples vus en première seront enrichis avec l’utilisation des fonctions exponentielles et logarithme népérien. 
On interprétera les résultats obtenus en terme de croissance relative.



Calcul intégral.

Aire sous la courbe représentative d’une fonction positive.

Définition de l'intégrale à partir d’une primitive de la fonction.

Propriétés de linéarité, positivité.

Relation de Chasles.

Intégration et inégalités ; inégalité de la moyenne.

Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle.


On approchera la notion d'intégrale par l’aire sous une courbe en escalier puis sur des exemples simples, on conjecturera le lien entre l’aire sous la courbe et les primitives de la fonction. On pourra démontrer, pour une fonction f monotone et continue, que : 
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 (la fonction A désignant la fonction "aire sous la courbe").

On proposera des situations où l’intégrale est une grandeur, un coût (impôts etc.)

Il convient d’interpréter les différentes propriétés en terme d’aire sous la courbe pour les fonctions positives.

On effectuera des calculs approchés d’intégrales par la méthode des rectangles.


On ne soulèvera aucune difficulté sur les hypothèses de continuité et on s’appuiera sur une conception intuitive de la notion d’aire dans des situations “ régulières ”.

Statistiques et probabilités

Nuage de points associé à une série statistique à deux variables numériques. Point moyen.

Ajustement par moindres carrés. 

Formules donnant les paramètres de la droite des moindres carrés (pente et ordonnée à l’origine). Effet d’une transformation affine des données sur ces paramètres.

Simulation et adéquation à une loi équirépartie.

Simulation et comparaison de deux pourcentages.

Probabilités conditionnelles ; notation : pA(B).

Indépendance de deux événements.

Espérance et variance d’une loi ; effet d’une transformation affine des données.

Ensemble En des n-listes d’éléments de E.

Expériences et lois de Bernoulli ; lois binomiales.
On proposera des exemples où la représentation directe en (x,y) n’est pas possible et où il convient par exemple de représenter (lnx,y).

L’objectif sera de faire des interpolations ou des extrapolations. On se limitera aux nuages de points où, pour une valeur de x, on ne peut observer qu’une seule valeur de y (par exemple les séries chronologiques). 

On pourra avec des simulations étudier la sensibilité des paramètres de la droite des moindres carrés aux valeurs extrêmes. 

À propos de nuages dont les points sont presque alignés, on fera remarquer que si deux quantités x et y dépendent presque linéairement d’une même variable, les points (xi,yi) du nuage sont presque alignés. 

On donnera un ou deux exemples et on utilisera des tables numériques.

On s’appuiera sur des tableaux à double entrée et sur la notion de fréquence de A sachant B vue en classe de première. Application aux tests diagnostiques en médecine.

On se limitera pour les calculs sur ces lois à des petites valeurs de n (n<5) ; on pourra utiliser le triangle de Pascal ou des arbres. 
Le coefficient de corrélation linéaire est hors-programme.

On pourra comparer divers ajustements. Pour les élèves ayant suivi l'option de première, on fera le lien avec l’interpolation linéaire.

On pourra remarquer que si on fait un ajustement linéaire par moindres carrés de y sur ln(x), l’erreur de prévision sur y en fonction de x devient multiplicative.

On verra ainsi que pouvoir prédire y à partir de x ne prouve pas qu’il y ait un lien de causalité entre x et y.

Cf. annexe.

On définira l’indépendance de B vis à vis de A par pA(B) = p(B).

On donnera des exemples variés où interviennent des lois de Bernoulli. On conviendra que "n expériences de Bernoulli sont indépendantes" signifie que "la probabilité d’une n-liste est le produit des probabilités de ses composantes".

2-Spécialité

Le programme de la spécialité mathématiques pour la classe de Terminale ES comporte deux parties, d'importance sensiblement égale.

Partie 1 : résolution de problèmes à l'aide de graphes.

Partie 2 : compléments sur les suites.

Les choix explicités dans l'introduction de la partie 1 justifient la présentation particulière de ce programme.

Partie 1. Résolution de problèmes à l'aide de graphes.
Cette partie du programme pour la spécialité mathématiques de la classe de Terminale ES présente deux nouveautés fondamentales qui la caractérisent : 

- une ouverture sur une théorie qui n’est pas enseignée dans l’enseignement secondaire français ;

- une proposition de travail axée sur la seule résolution de problèmes. 

Pourquoi ces éléments de la théorie des graphes ? Ce choix est cohérent tant avec le programme de la classe antérieure qu'avec les exigences de formation ultérieure : on trouve en effet ici quelques applications intéressantes du calcul matriciel développé dans l'option de première ES ; par ailleurs les problèmes résolus constituent une première approche - volontairement modeste - de situations complexes (gestion de stocks, transports à coûts minimaux, recherche de fichiers dans des ordinateurs, reconnaissance de mots, gestion des files d’attente …)  auxquelles les élèves pourront être par la suite confrontés. Ce choix peut aider un certain nombre d'élèves à (re)trouver goût aux mathématiques : la nouveauté des objets mathématiques manipulés devrait susciter leur adhésion, et leur caractère relativement élémentaire éviter tout découragement au long de l'année. Pour beaucoup d'élèves, le champ mathématique se limite au calcul, à l'étude des fonctions et à la géométrie élémentaire : ouvrir sur la théorie des graphes, c'est ouvrir à de nouveaux raisonnements, c'est entraîner à avoir un autre regard mathématique et à progresser. Enfin le travail fait sur les graphes pourra permettre le traitement de sujets de TPE (problèmes de flot maximum, d’ordonnancement, etc.).

Pourquoi un travail axé sur la seule résolution de problèmes ? Toute présentation théorique magistrale serait contraire au choix fait ici. L'essentiel du travail réside dans la résolution de problèmes : résolution laissant place à l'initiative des élèves, avec dans un premier temps ses essais et tâtonnements, ses hésitations pour le choix de la représentation en terme de graphe (quels objets deviennent arêtes ? lesquels deviennent sommets ?), et débouchant sur une modélisation précise, la recherche d'une solution et d'un raisonnement pour conclure. On trouvera ci-dessous une liste de problèmes : cette liste pourrait être considérée comme une liste de référence ; on pourra remplacer les problèmes proposés par des variantes sur des sujets tout à fait différents, pourvu qu'ils permettent d'aborder les mêmes problématiques relatives aux graphes. Chaque exemple est suivi d'une liste de contenus qu’il permet d’introduire ou d’illustrer, contenus qui devront être compris et utilisés par les élèves ; un lexique en fin de document reprend la totalité des termes et les propriétés à connaître sont données dans un dernier paragraphe. L'optique est la résolution de problèmes, et c’est le bon usage des termes et non la capacité de les définir formellement qui est recherchée. L'intérêt du lexique final est par ailleurs de bien marquer des limites à ce qui est proposé : toute notion relative à la théorie des graphes qui ne correspond pas à l'un des termes du lexique n’est pas au programme.

Pour bien marquer ces caractéristiques de cette partie du programme, le texte officiel (publié ensuite au BO) pourra être présenté selon les mêmes modalités (exemples de référence et contenus associés, lexique).

Dans les exemples ci-dessous, on a parfois en plus construit les graphes et donné quelques éléments de réponse afin d'avoir assez vite une idée d’ensemble de ce qui est proposé : ces éléments de réponse pourraient être plus détaillés dans un document d’accompagnement. La théorie des graphes est rarement abordée en France lors des cursus universitaires suivis par les enseignants : il s'agira donc d'une nouveauté pour la plupart d’entre eux ; néanmoins, comme s’exerce dans ce domaine un mode de pensée auxquels ils ont habitués, ils peuvent envisager cet enseignement sans inquiétude tant pour eux-mêmes que pour leurs élèves (les graphes concernent une  heure-année environ). 

Exemple 1

Peut-on parcourir une fois et une seule les arêtes des graphes ci-dessous sans lever le crayon ?
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Contenu : introduction des graphes (arêtes, sommets, ordre, sommets adjacents) ; degré d’un sommet , chaîne eulérienne ; théorème d’Euler. 

Exemple 2 : les ponts de Königsberg

Au 18ème siècle, les habitants de Königsberg (actuellement Kaliningrad, région de la Russie, frontalière de la Pologne et de la Lituanie) aimaient se promener le dimanche. La ville de Königsberg  comprenait 7 ponts, disposés selon le schéma ci-dessous. Le souhait des habitants de Königsberg était de faire un trajet passant une fois et une seule par chaque pont. Comment faire ?
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Contenu : introduction des graphes (arêtes, sommets, ordre, sommets adjacents) ; degré d’un sommet ;cycle eulérien. 

Exemple 3

Peut-on aligner tous les pions d’un jeu de domino suivant la règle du domino ? 

On commencera par étudier la question avec un jeu dont les dominos comportent les chiffres jusqu’à n, pour n=2,3,4…
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Une arête représente un domino. Il faut trouver une chaîne qui permet de parcourir toutes les arêtes une fois et une seule. On ne s’est pas occupé ici des «doubles » puisqu'on peut toujours les intercaler. 

Contenu : graphes complets ; chaînes  eulériennes ; degré d’un sommet ; théorème d’Euler. 

Exemple 4 

Cinq pays sont représentés ci-contre avec leurs frontières. Est-il possible de partir d'un pays et d’y revenir en franchissant chaque frontière une et une seule fois ?
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Contenu : chaîne eulérienne ; degré d’un sommet ; théorème d’Euler. 

Exemple 5

Parmi les graphes ci-dessous, déterminer ceux qui sont susceptibles de décrire une même situation.  
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Contenu : représentations de graphes

Exemple 6

Comparer les quatre graphes définis ainsi :

- on considère un octaèdre ; un sommet du graphe est associé à un sommet de l’octaèdre et une arête correspond à une arête de l’octaèdre ;

- on considère un cube ; un sommet du graphe est associé à une face du cube et deux sommets du graphe sont reliés par une arête si les faces correspondantes ont une arête commune ;

- les sommets du graphe sont tous les sous-ensembles à deux éléments de {1,2,3,4} ; deux sommets sont reliés si leur intersection est non vide ;

- trois pays envoient chacun à une conférence deux espions ; chaque espion doit espionner tous les espions des autres pays.

Contenu : représentations de graphes ; sommets, sommets adjacents ; arêtes.

Exemple 7

Une ligue de foot comporte 5 équipes.

a) Il est décidé par le bureau de la ligue que lors d’un week-end d’entraînement, chaque équipe jouera 4 matchs. Comment l’organiser ?

b) Le calendrier étant trop chargé, les organisateurs décident que chaque équipe ne jouera que 3 matchs. Comment l'organiser ?

Contenu : degré d’un sommet ; lien entre la somme des degrés des sommets et le nombre d’arêtes.

Exemple 8

M. et Mme Euler assistent à une réunion. Il y a trois autres couples dans l'assistance et plusieurs poignées de mains sont échangées. Personne ne se serre la main à lui même et les époux ne se serrent pas la main. Deux personnes quelconques de l’assemblée se serrent la main au plus une fois. M. Euler constate que les 7 autres personnes ont échangé des poignées de mains en nombres tous distincts. Combien de poignées de mains M. et Mme Euler ont-ils échangées avec les autres membres de la réunion ?

Une personne peut serrer la main d'au plus 6 autres personnes. Pour que le nombre de poignées de mains échangées soient tous distincts, il s’agit nécessairement des nombres 6, 5, 4, 3, 2, 1 et 0.
Il y a une personne qui a échangé 6 poignées de main ; c’est donc son conjoint qui n’en a échangé aucune.
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Il y a une personne qui échange 5 poignées de mains ; c’est donc son conjoint qui en échange une  seule.
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Il y a une des personnes des deux couples non encore considérés qui échange 4 poignées de main , donc son conjoint en échange 2.

Que reste-t-il pour le dernier couple ?

Contenu : introduction des graphes (arêtes, sommets, ordre, sommets adjacents) ; degré d’un sommet.

Exemple 9

On trouvera ci-dessous le graphe d’incompatibilité de six produits chimiques. Quel est le nombre minimum de wagons nécessaires à leur transport ?
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Contenu : nombre chromatique. 

Exemple 10

On veut colorier chaque pays de la carte ci-dessous de telle sorte que deux pays voisins ne soient pas de la même couleur. Montrer qu’il faut disposer d’au moins quatre couleurs et que quatre couleurs suffisent. (Deux pays dont les frontières n’ont qu’un nombre fini de points communs ne sont pas considérés comme voisins).
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Contenu : sous –graphe complet ; nombre chromatique.

Exemple 11

A, B, C, D, E, F, G et H désignent huit poissons ; dans la matrice ci-dessous, une croix signifie que les poissons ne peuvent pas cohabiter dans un même aquarium :
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Quel nombre minimum d’aquariums faut-il ? 
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Contenu : matrice associée à un graphe ; sous-graphe ; graphe complet ; nombre chromatique.

Exemple 12

-Tracer les graphes associés aux matrices ci-dessous et chercher leur nombre chromatique

A = 
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B = 
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C = 
[image: image43.wmf]
Les graphes ci-dessous peuvent-ils être associés à  C ?
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Donner des matrices associées au graphe suivant :
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Contenu : matrices et graphes associés ; nombre chromatique.
Exemple 13
On veut organiser un examen dans une école d’ingénieurs ; il y a 6 options : Français (F), Anglais (A), Mécanique (M), Dessin industriel(D), Internet(I), Sport (S) ; les profils des candidats à options multiples sont :

F,A,M       D,S       I,S           I,M

1-Quel est le nombre maximum d’épreuves qu’on peut mettre en parallèle ?

2-Une épreuve occupe une demi-journée ; quel est le temps minimal nécessaire pour ces options ? 

Solution :

Graphe associé
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1-Tout sous-graphe de plus de trois 

 sommets comporte des arêtes ; deux sous-graphes d’ordre trois (de sommets respectivement A,D,I et F,D,I) n’ont pas d’arêtes : le nombre maximum d’épreuves 

en parallèle est 3.


2- il y a un sous-graphe complet d’ordre 3 ; le nombre chromatique est au moins égal à 3 ; on voit que 3 couleurs suffisent.
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Contenu : sous- graphes ; graphe complet ; nombre chromatique.

Exemple 14

 Une chaîne de cinq magasins décide d'ouvrir le maximum de magasins en nocturne avec les contraintes suivantes : les deux premiers magasins ne peuvent pas être ouverts ensemble en nocturne ; il en est de même pour les deux derniers ; au plus un seul magasin peut être ouvert en nocturne parmi les magasins 1, 3, 4. 

Trouver un état qui maximise le nombre de magasins ouverts en nocturne, tout en respectant les contraintes.

Solution 
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Il n’y a qu’un seul sous-graphe a trois éléments sans arêtes ; tous les sous-graphes d’ordre 4 ou 5 ont des arêtes.

Contenu : sous-graphes.

Exemple 15

Ci-après, la matrice M est associée à un graphe orienté G. Tracer le graphe et interpréter les termes de M2, puis de M3.

M = 
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M2 = 
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M3 = 
[image: image54.wmf]
Contenu : graphe orienté ; matrice associée à un graphe orienté ; longueur d’une chaîne. 

Exemple 16

Pour traverser une chaîne de montagne, il faut passer par plusieurs sommets, reliés entre eux par des voies ne pouvant être franchies que dans un seul sens. On donne ci-dessous le graphe associé à cette situation (E est le point d’entrée et S le point de sortie). L’office  de  tourisme cherche toutes les traversées qui partent de E et arrivent en S en 4 ou 5 ou 8 étapes (une étape est le passage d’un sommet à un autre, ou du départ à un sommet, ou d’un sommet à l’arrivée). 
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Les sommets étant classés dans l'ordre E, A, B, C, G, D, F, S 


on a  : M = 
[image: image56.wmf].

La première ligne de M3 est : 0 1 0 0 2 2 2 2

La première ligne de M4 est : 0 0 0 0 3 3 2 4

La première ligne de M5 est : 0 0 0 0 3 2 3 5

La première ligne de M7 est : 0 0 0 0 3 3 2 6

La première ligne de M8 est : 0 0 0 0 3 2 3 5



Trouver toutes les traversées en 4 ou 5 ou 8 étapes.

Contenu : graphe orienté ; matrice associée à un graphe orienté. 

Exemple 17

On cherche à colorier les graphes ci-dessous de telle sorte que deux sommets adjacents ne soient pas de la même couleur. 

-Montrer que dans le graphe 1 ci-dessous, trois couleurs sont nécessaires. Pour trois couleurs données, combien y a-t-il de coloriages possibles ?

-Montrer que pour le graphe 2 ci-dessous, deux couleurs suffisent.

[image: image57.png]




[image: image58.png]



(1)       
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Contenu : coloriage, sous-graphes complets .

Exemple 18

Algorithme de coloriage d’un graphe  : 

On ordonne les sommets par ordre de degrés décroissants.

Tant qu’il reste des sommets à colorier, exécuter les actions suivantes :

· choisir une nouvelle couleur appelée couleur d'usage ;

· chercher dans la liste ordonnée des sommets le premier sommet non colorié et le colorier avec la couleur d'usage ;

· colorier avec la couleur en usage et en respectant leur ordre, tous les sommets non coloriés non adjacents au dernier sommet colorié, et non adjacents entre eux.

Remarque : cet algorithme fournit un coloriage, mais le nombre r de couleurs utilisées peut-être supérieur au nombre chromatique. D’où l’intérêt éventuel de comparer r à un minorant r’ du nombre chromatique : si r=r’, c’est le nombre chromatique. 

On veut colorier chaque pays de la carte ci-dessous de telle sorte que deux pays voisins ne soient pas de la même couleur. 

-Montrer qu’il faut disposer d’au moins quatre couleurs. 

-Appliquer l’algorithme ci-dessus.
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Coloriage après avoir ordonné les sommets suivants l'ordre décroissant de leur degré 
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Contenu : coloriage ; nombre chromatique. 

Exemple 19

a) Caractériser les graphes de diamètre 1.Trouver le diamètre des graphes ci-dessous. 
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b) Quels sont les diamètres des graphes ci-dessous ?

Si on continuait à construire des graphes sur le même modèle, quels seraient les nombres de sommets et d’arêtes en fonction du diamètre ?

.
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c) Quel est le diamètre du graphe ci-dessous ? Si on « continuait » ce graphe, comment évoluerait l’ordre du graphe en fonction du diamètre ? 
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Contenu : diamètre d’un graphe.
Exemple 20

Sur les arêtes du graphe suivant, représentant un réseau autoroutier, on a marqué les distances entre deux étapes et, entre parenthèses, les prix des péages.

Entre D et A, déterminer  :

a) la chaîne la plus courte  ;

b) la chaîne qui minimise la somme dépensée en péage.
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Contenu : graphe pondéré ; poids d’une chaîne, plus courte chaîne.

Exemple 21

Algorithme de la plus courte chaîne entre un sommet E et un sommet S.

 Exemple :
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Initialisation : 

On affecte le poids 0 à E et on attribue provisoirement aux sommets adjacents à E les poids des arêtes qui les relient à E, et aux autres sommets le poids +(. On pose 
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Dans la suite,  désignera l’ensemble des sommets dont le poids est fixé.
Tant que  ne contient pas l'ensemble des sommets et tant que le sommet S qu’on veut atteindre n’est pas affecté du plus petit des poids provisoires, exécuter les actions suivantes : 

 -Parmi tous les sommets provisoirement pondérés, fixer définitivement le poids d’un de ceux qui ont un poids minimum ; soit T ce sommet. 

-Ajouter T à . 

-Pour tout sommet T’ n'appartenant pas à  et adjacent à T, calculer la somme s du poids de T et du poids de l'arête reliant T à T’ ; si s est inférieur au poids provisoire de T’, affecter s à T’ comme nouveau poids provisoire, et le noter s(T) pour marquer ainsi la provenance de cette dernière affectation. 


Poids de B fixé

Poids de A fixé

Poids de C fixé
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On peut représenter les différentes étapes de l’algorithme, exécuté sur cet exemple, par un tableau où figurent à droite les éléments successifs de  :
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La plus courte chaîne a un poids 6 ; elle se lit ici à l’envers SDCBE : S a un poids 6 venant de D, D est pondéré  à partir de C, C à  a partir deB, B à partir de E. 

Le même algorithme s’applique aux graphes orientés. Exemple :
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La chaîne la plus courte se lit à l’envers sur le tableau : S,F,C,E. Elle a pour longueur 10.

Contenu : graphe pondéré ; poids d’une chaîne ; plus courte chaîne.

Exercice 22

Un réseau informatique doit être accessible à un grand nombre de personnes, qui ne doivent cependant pas avoir le même code d’accès. Cet accès est régi par un des graphes étiquetés ci-dessous ; un mot est accepté comme code d’accès (ou reconnu) si c’est une liste de lettres commençant par d et terminant par f, associée à une chaîne de ce graphe. 

· Les mots « decif » et « daaeebiif » sont-ils des mots reconnus par les graphes étiquetés ci-dessous ?

· Donner, pour chaque graphe ci-dessous, la liste des mots de 5 lettres reconnus. 

· Caractériser pour chaque graphe les mots reconnus.

· Caractériser les mots reconnus par les deux graphes ci-dessous.
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Contenu : graphe étiqueté.

Exercice 23

Chaque matin, l’allumeur de réverbère du Petit Prince change l’état du réverbère de sa planète avec une probabilité 0,75. Au jour 0, le réverbère est éteint. 

1- Qu’observe-t-on en simulant une grande population de réverbères régis par le même système probabiliste de changements d’états.

2- Faire un arbre permettant de trouver l’état probabiliste du réverbère au deuxième jour.

3- Décrire cette situation à l’aide d’un graphe probabiliste. Soit M la matrice de transition associée à ce graphe.

4- Vérifier qu’on a M = N+(1/2)R où  
[image: image83.wmf].Calculer N2,R2 et NR. En déduire Mn. 
5- Au jour 0, le réverbère est allumé (resp. éteint). Calculer la probabilité pn (resp. p’n)que le réverbère soit allumé (resp. éteint) au nième matin. Faire le lien avec les résultats des simulations observées en 1.

Remarque . On  peut varier cet exemple en utilisant l’égalité matricielle suivante, où a et b sont des nombres dans ]0,1[ , et en calculant ainsi aisément la puissance n-ième d’une matrice de transition associée à un graphe probabiliste :

[image: image84.wmf]
Contenu : graphe probabiliste ; matrice de transition ; état probabiliste. 

Exercice 24

Deux villes X et Y totalisent une population d’un million d’habitants. La ville X est plus agréable, mais la ville Y offre de meilleurs salaires ; 20% des habitants de Y partent chaque année habiter X pour avoir un cadre de vie meilleur, et 5% des habitants de X partent chaque année habiter Y pour augmenter leur niveau de vie.

Sachant qu’en l’année 0, un quart des habitants sont en X, calculer la population de X et de Y au bout de 1, 2, 5, 10 ans.

Que se passe-t-il si on suppose que 99% des habitants sont initialement en Y ou en X ? que la population est également répartie entre les deux villes (500 000 dans chaque ville en l’année 0) ? Que constate-t-on ?

Remarque : on pourra refaire le problème en variant,  non plus les conditions de départ, mais les coefficients de transition : 15% et 5%, ou 40% et 20%, par exemple.
Contenu : graphe probabiliste ; matrice de transition. 
Exercice 25

Un individu vit dans un lieu où il est susceptible d’attraper une maladie par piqûre d’insecte. Il peut être dans l’un des trois états suivants : immunisé (I), malade (M), non malade et non immunisé (S). D’un mois à l’autre, son état peut changer suivant les règles suivantes :

- étant immunisé, il peut le rester avec une probabilité 0,9 ou passer à l’état S avec une probabilité 0,1.

- étant dans l’état S, il peut le rester avec une probabilité 0,5 ou passer à l’état M avec une probabilité 0,5.

- étant malade, il peut le rester avec une probabilité 0,2 ou passer à l’état I avec une probabilité 0,8.

Tracer un graphe probabiliste pour décrire cette situation et écrire la matrice de transition. Calculer (avec une calculatrice ou un ordinateur) la probabilité qu’il soit malade ou immunisé au bout de trois mois, de six mois, d’un an, de deux ans, pour chacune des situations suivantes :

- au départ, il est immunisé,

- au départ, il est non malade et non immunisé,

- au départ, il est malade.

Pouvez-vous donner des éléments sur la proportion d’individus malades dans la population étudiée ?

Solution  : Au bout d’un an, de deux ans, de trois ans, etc. quel que soit l’état initial, l’individu considéré a une probabilité 0,755 d’être immunisé, 0,151 d’être non malade et non immunisé, 0,094 d’être malade ; la maladie touche donc en permanence environ 9,4% de la population.

Contenu : graphe probabiliste ; matrice de transition ; état probabiliste. 

Lexique

La plupart des termes de ce lexique correspondent à leur sens intuitif et ne doivent pas faire l’objet de définitions formelles ; les termes seront introduits peu à peu à partir des exercices. L’objectif de ce lexique est de délimiter le champ du type d’exercices à proposer : le vocabulaire donné ci-dessous doit suffire pour les résoudre.

Pour les graphes non orientés, la  terminologie proposée est celle qui est la plus répandue dans les ouvrages de langue  française. Dans le cas d'un graphe orienté, on rajoute l'adjectif "orienté", lorsque c'est nécessaire. Le GEPS consultera divers spécialistes de la théorie des graphes à propos de cette terminologie.

Graphes non orientés : 

Un graphe est composé d’arêtes et de sommets. Deux sommets liés par une arête sont dits adjacents (ou voisins). Le nombre de sommets est l’ordre du graphe. La matrice associée à un graphe d’ordre n, dont les sommets sont numérotés de 1 à n,  est une matrice symétrique à n lignes et à n colonnes, le terme au croisement de la ligne i et de la colonne j vaut k, où k est le nombre d’arêtes reliant i et j ; on se restreindra le plus souvent aux graphes tels qu’il existe au plus une arête reliant deux sommets et la matrice associée  ne contient alors que des 0 et des 1. Le nombre d’arêtes dont une extrémité est un sommet du graphe est appelé le degré de ce sommet ; un sous-graphe d’un graphe G est un graphe G’ composé de certains sommets de G et de toutes les arêtes de G joignant deux sommets de G’. Un graphe complet est un graphe dont tous les sommets sont adjacents. Une chaîne est une liste ordonnée de sommets telle que chaque sommet de la liste soit adjacent au suivant ; une chaîne pourra être décrite par la liste ordonnée des arêtes qui mènent d’un sommet de la liste au sommet suivant ; la longueur d’une chaîne est le nombre d’arêtes qui le composent. Un chemin fermé est une chaîne dont l’origine et l’extrémité sont confondues ; un cycle est un chemin fermé composé d’arêtes toutes distinctes ; la distance entre deux sommets est la plus courte longueur des chaînes qui les relient ; le diamètre d’un graphe est la plus grande distance entre deux points. Une chaîne eulérienne est une chaîne qui contient une fois et une seule chaque arête du graphe ; si cette chaîne est un cycle, on l’appelle cycle eulérien. Le nombre chromatique est le plus petit nombre de couleurs permettant de colorier tous les sommets du graphe sans que deux sommets adjacents soient de la même couleur.

Graphes orientés : 

Un graphe orienté est un graphe dont les arêtes sont orientées (on parlera alors d’arête orientée, de l’origine et de l’extrémité d’une arête). On peut définir une chaîne, une chaîne eulérienne etc. La matrice associée à un graphe orienté d’ordre n, dont les sommets sont numérotés de 1 à n, est une matrice à n lignes et à n colonnes, le terme au croisement de la ligne i et de la colonne j vaut 1 s’il y a une arête orientée dont l’origine est i et l’extrémité j et 0 sinon. Une boucle est une arête orientée dont l’origine et l’extrémité sont les mêmes.

Un graphe étiqueté est un graphe orienté, dont les arêtes orientées sont affectées d’étiquettes. Si toutes les étiquettes sont des nombres positifs, on dit qu’on a un graphe pondéré. Dans un graphe pondéré, le poids d’une chaîne est la somme des poids des arêtes orientées qui le composent. Une plus courte chaîne entre deux sommets est, parmi les chaînes qui les relient, une chaîne de poids minimum.

Un graphe probabiliste est un graphe orienté, pondéré, tel que la somme des poids des arêtes orientées sortant de chaque sommet donné vaut 1. La matrice de transition associée à un graphe probabiliste d’ordre n comporte n lignes et n colonnes ; le terme situé au croisement de la ligne i et de la colonne j a pour valeur le poids de l'arête orientée ayant pour origine le sommet i et  pour extrémité le sommet j si une telle arête orientée existe, 0 sinon. Les graphes probabilistes sont utilisés pour modéliser l’évolution d’un individu pouvant changer aléatoirement d’état : les sommets du graphe sont les états possibles de l’individu et le poids d’une arête orientée issue d’un sommet i et d’extrémité j est la probabilité de transition de l’état i à l’état j. Un état probabiliste de l’individu est une loi de probabilité sur l’ensemble des états possibles ; cette loi sera toujours représentée ici par une matrice ligne. Un graphe probabiliste peut aussi être utilisé pour décrire l’évolution d’un système formé de plusieurs composants, chaque composant pouvant être dans différents états possibles. L’état du système à une date donnée est la matrice ligne donnant le nombre de composants du système dans chaque état. 

Propriétés

Les propriétés ci-dessous pourront être soit démontrées soit commentées. Elles devront être connues des élèves. Elles seront introduites à propos de certains exercices.

- La somme des degrés des sommets d’un graphe non orienté est égal à deux fois le nombre d’arêtes du graphe.

- Soit A la matrice associée à un graphe. Le terme (i, j) de la matrice An donne le nombre de chaînes de longueur n reliant les sommets i et j.

- Le nombre chromatique d’un graphe est inférieur ou égal à r+1, où r est le plus grand degré des sommets.

-Théorème d’Euler : un graphe admet un chaîne eulérienne ssi tous ses sommets sont d’ordre pair sauf au plus deux. Un graphe admet un cycle eulérien ssi tous ses sommets sont d’ordre pair.

-Si M est la matrice de transition d’un graphe probabiliste à n sommets, si P0 est la matrice ligne décrivant l’état initial et Pn l’état, ou l’état probabiliste, à l’étape n, on a : Pn = P0Mn.

-Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, l’état (resp. état probabiliste) Pn  à l’étape n converge vers un état (resp. état probabiliste) P, indépendant de l’état initial P0. De plus, P vérifie : P = PM.

Partie 2. Compléments sur les suites de nombres réels.

On a introduit les suites en classes de première ES pour décrire l'évolution de situations itératives simples ou de phénomènes, notamment chronologiques. L'objectif premier était de familiariser les élèves avec un nouveau concept, d'observer le comportement des premiers termes et de décrire explicitement ce dernier dans le cas des suites arithmétiques ou géométriques.

On gardera en terminale cette démarche expérimentale, en particulier pour aborder la notion de convergence. On évitera tout formalisme inutile, sans pour autant sacrifier la rigueur du raisonnement ; on utilisera en particulier le raisonnement par récurrence dans les situations où il est nécessaire.

1. Exemples de suites. 

Comportement global. 

Les exemples choisis permettront d'aborder les notions de suites monotones, majorées, minorées, bornées. On s'appuiera sur un traitement tant numérique (avec outils de calcul : calculatrice ou ordinateur) que graphique ou algébrique.

On étudiera quelques exemples où une transformation simple permet de se ramener à une suite arithmétique ou algébrique, et on fera le lien entre les suites arithmétique et géométrique grâce aux  fonctions  logarithme ou exponentielle. 

On introduira quelques exemples de suites finies, à prolonger "logiquement", c'est-à-dire en définissant une relation soit du type un+1 = f(un), soit du type un = f(n) ; outre leur aspect ludique, de tels exemples sont parfois utilisés lors de test d'embauche : on soulignera l'entraînement au raisonnement inductif et la mise en jeu des capacités d'invention que la recherche de tels exemples implique.

Comportement asymptotique. 
Certains des exemples précédents seront développés pour faire comprendre, sans en donner de définition formelle, les notions de suite convergente  et de suite tendant vers +( ou -(.

On étudiera des suites croissantes majorées ; on admettra le théorème : toute suite croissante majorée converge.

On étudiera le comportement asymptotique des suites géométriques et des suites arithmétiques ainsi que des sommes partielles de ces suites, à travers des exemples tels que ceux relatifs aux paradoxes de Zénon d'Elée.

On pourra, en cas de besoin, utiliser les règles opératoires sur les limites vues en classe de première pour les fonctions.

2. Exemples de suites de la forme un+1 = f(un).
A partir d'exemples traités numériquement ou graphiquement, on admettra le théorème suivant : "soit f  une fonction continue sur un intervalle I et (un) une suite d'éléments de I définie par la relation de récurrence un+1 = f(un) ; si (un) converge vers un réel a de I alors f(a) = a ". 
Le cas où  f est une fonction affine sera traité explicitement ; pour d'autres fonctions, on se restreindra à quelques exemples simples et, lorsqu'on peut affirmer l'existence d'une limite, on la calculera ou on l'estimera par lecture graphique ou à la calculatrice.

3. Exemples de suites de la forme un+2 = a.un+1 + b.un .
On donnera quelques exemples (telles la suite de Fibonacci) de situation amenant à des suites définies par une relation de récurrence linéaire d'ordre deux. L'objectif est de manipuler des suites de ce type, de conclure sur leur monotonie dans des cas simples, éventuellement de poursuivre leur étude grâce aux propriétés des suites géométriques. Aucune recherche de solution générale n'est à faire.

Sur quelques exemples, on pourra  introduire une écriture matricielle de la relation de récurrence  - en posant vn = un+1 , on obtient 
[image: image85.wmf] - puis on utilise les méthodes développées en première ou dans l'autre partie de cette spécialité.

3- Projet de document d’accompagnement sur la partie "probabilité et statistiques"
Avertissement : Cette annexe précise certains éléments du projet de programme. Sa longueur témoigne de la nouveauté des sujets traités, non du temps à y consacrer.
●A propos de la problématique de tests de dépistage 

Le fabriquant d'un test spécifique d’une maladie fournit les caractéristiques suivantes :

La probabilité  qu'un individu malade ait  un test positif est  0,99.

La probabilité qu'un individu non malade ait un test négatif est  0,99.

Désignons par p le pourcentage de gens malades dans la population ciblée par le test et par PT(M) la valeur diagnostique du test dans cette population, où PT(M)  est la probabilité qu'un individu de cette population dont le test est positif soit malade. De la  formule  PT(M)=99p/(98p+1), on déduit :

p
0,001
0,010
0,100
0,300
0,500
0,800

PT(M)
0,090
0,500
0,912
0,977
0,990
0,997

On remarque que :

· la valeur diagnostique n’est pas une notion intrinsèque au test lui-même : elle varie fortement selon la population cible ;

· dans les cas où p est faible, la valeur diagnostique du test l’est aussi ; cependant, par exemple pour p= 0,01, la connaissance de la positivité du test multiplie par 50 la probabilité d’être atteint de la maladie : ce résultat est un élément à prendre en compte dans le processus diagnostique ;

· si la population cible est une population d’individus présentant des symptômes évocateurs de la maladie, ou une population dite à risque, p n’est pas faible : la positivité du test sera un élément important du diagnostic. Par contre, pour une maladie rare, un test de dépistage systématique de toute une population aura l’inconvénient majeur de fournir beaucoup de faux positifs (individus non malades dont le test est positif). Pour ces derniers, l’inquiétude liée à la découverte d’un test positif peut-être grande : c’est là un des problèmes éthiques liés à la mise en place des tests de dépistage systématique d’une maladie rare. 

· Lorsque p<0,10, des calculs analogues montrent que la probabilité qu’un individu dont le test est négatif ne soit pas atteint de la maladie étudiée est supérieure à 0,999.

● SIMULATION 

Nous proposons de clore la formation en statistique donnée depuis la seconde par une sensibilisation à la statistique inférentielle ; on utilise ici la simulation pour présenter certains aspects fondamentaux de méthodologie. Il ne s’agit pas d’apprendre à appliquer aveuglément des recettes, mais d’avoir un premier regard sur ce qu’est une preuve statistique. Celle-ci repose non seulement sur des résultats puissants issus de calculs théoriques ou de simulations, mais aussi sur un consensus pour l’interprétation des données ; ici, le consensus présenté consiste à rejeter un modèle si une fonction déterminée des données expérimentales a une valeur jugée a priori exceptionnelle.

Dans ce paragraphe, des résultats devront être admis ; ceci est inévitable pour ouvrir l’horizon à des raisonnements complexes où s’articulent résultats théoriques, expériences de simulation et données expérimentales.

Adéquation à une loi 

Un joueur veut vérifier si le dé qu’il utilise est équilibré. Comment peut-il faire ?

Il pourrait étudier la symétrie du dé (comment ?), mais ce n’est pas exactement de cela qu’il s’agit ; il convient plutôt de vérifier que dans des conditions normales d’utilisation du dé, les résultats sont “ compatibles ” avec un modèle d’équiprobabilité sur {1,2,3,4,5,6}. 

Essayons donc de définir sur cet exemple un critère de compatibilité de données expérimentales avec un modèle.

On peut par exemple s’intéresser à la "distance" entre la distribution des fréquences (f1,..,f6) obtenues en lançant n fois un dé et la probabilité {1/6,…,1/6} et regarder si cette distance est “ petite ” . En prenant une définition classique de la distance, on peut essayer de baser la notion de compatibilité sur l’étude du carré de cette distance, à savoir :

d2= (f1-1/6)2+(f2-1/6)2+…+(f6-1/6)2
La quantité d2 devrait être "petite", mais elle est soumise à la fluctuation d’échantillonnage, i.e. sa valeur varie d’une série de lancers à l’autre. C’est précisément l’étude de la fluctuation d’échantillonnage qui va permettre de convenir d’un seuil entre valeur "petite" et valeur "non petite" de d2 .

Imaginons que le joueur ait lancé 500 fois le dé, et ait ainsi obtenu une distribution de fréquence (f1,..,f6) conduisant à une valeur observée 
[image: image86.wmf]2

obs

d

. Pour situer la valeur, on va simuler des séries de 500 chiffres au hasard dans {1,…,6}. Ci-dessous, on voit des résumés graphiques des valeurs de 1000d2 relatifs à 2000 simulations de séries de 500 chiffres au hasard dans {1,…,6} .
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Le 9-ème décile  de la série des  valeurs simulées de 1000d2  est 3,12 ( soit : 90% des valeurs simulées de d2 sont dans l’intervalle [0 ; 0,003]). 

On peut alors convenir que :

-si 
[image: image89.wmf]2

obs

d

(0,003, alors le dé sera déclaré équilibré

-si 
[image: image90.wmf]2

obs

d

>0,003, alors le dé sera déclaré non équilibré.

On associera à  cette conclusion le risque 10%  correspondant au fait suivant : en utilisant cette méthode sur les données simulées, on se serait “ trompé ” dans 10% des cas.

Deux éléments semblent cependant bien arbitraires dans cette façon de conclure ou non à l’équilibre du dé : que se passerait-il pour une autre simulation, plus grande ou plus petite, et que se passerait-il si  au lieu de lancer 500 fois le dé, on le lançait par exemple 1000 fois ?

Qu’à cela ne tienne : faisons 5000 simulations de séries de 1000 tirages de chiffres au hasard dans {1,…,6} ; le neuvième décile des valeurs 1000d2 est 1,5, i.e. 90% des valeurs de d2 simulées sont dans l’intervalle [0 ; 0,0015]. Comparons les résumés graphiques dans les deux séries simulées : même allure, à l’échelle près. L’existence d’un changement d’échelle est conforme au théorème des grands nombres vu en première : plus le nombre de tirages est grand, plus la distribution des fréquences est proche de la loi de probabilité, donc plus les valeurs de d2 auront tendance à être faibles. 
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Des résultats théoriques expliquent la ressemblance entre les histogrammes : on sait démontrer que la loi de probabilité de nd2, où n est le nombre de tirages (n vaut 500 puis 1000 dans notre étude) ne dépend pas de n pourvu que n soit assez grand ; c’est là un des très nombreux résultats qu’on peut démontrer grâce au calcul des probabilités ; en pratique, pour un usage non lié à l’étude de risques majeurs, on pourra considérer que la loi de probabilité de nd2 ne dépend pas de n,  pour tout n>100. 

Il existe en fait un théorème beaucoup plus général, à savoir : dans le monde théorique défini par une loi P=(p1,..,pk), alors la loi de probabilité de la quantité :
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est, pour n grand, distribué selon une loi qui ne dépend que de k. Cette loi s’appelle loi du khi-deux à k-1 degrés de liberté et on trouve des tables numériques donnant entre autre la liste des 9èmes déciles de ces lois (voir tableau ci-dessous) ; on peut ainsi généraliser la méthode ci-dessus et définir un critère de compatibilité d’une série de données avec une loi quelconque sur un ensemble fini. 

k
1
2
3
4
5
6
10
20
30

9ème décile
2,71
4,61
6,25
7,78
9,24
10,64
15,99
28,41
40,26

Comparaison de deux sondages

On dispose du résultat de deux sondages ; une même question est posée à 100 hommes et à 100 femmes. On observe deux pourcentages f et f’. Si  f-f’ et “ petit ”, on dira que  la fluctuation d’échantillonnage suffit à expliquer cette différence, sinon on dira qu’elle est significative. Mais comment fixer la frontière entre “ petit ” et “ non petit ” ? 

Une première étude peut se faire par simulation : 

Considérons une urne où il y a une proportion p de boules codées1, les autres étant codées 0. Une expérience consiste à faire deux séries de n=100 tirages (avec remise) dans cette urne ; le résultat auquel on va s’intéresser est d2 =100(f-f’)2, où f et f’ sont les fréquences des 1 dans les deux séries.

Les graphes en boîtes ci-dessous résument les répartitions de d² pour la simulation de 5000 expériences, lorsque  p=0,50 et p=0,85 ; il semblerait que les distributions de  ne soient pas les mêmes suivant les différentes valeurs de p. Or dans le problème initial, la valeur de p n’est pas connue : à quoi référer la valeur 
[image: image94.wmf]=100(f-f’)2  observée ?
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L’existence d’une quantité calculable à partir des données, dont la loi de probabilité ne dépend ni de n (pour n grand) ni de p n’a rien d’évident. Mais le calcul des probabilités permet de démontrer que si on considère 2 avec :


[image: image97.wmf]
où n est la taille commune aux deux sondages (ici n=100), 2 a une loi de probabilité indépendante de n et de p lorsque n est grand ; c’est donc aussi le cas pour 22, dont la loi de probabilité se retrouve dans de nombreuses questions de statistique et est appelée loi du khi-deux à 1 degré de liberté. 

Le graphique ci-dessous résume la distribution de 2000 valeurs 22 obtenues par simulation.

[image: image98.wmf]
Le 9-ème décile observé sur cette simulation est 2,7 : c’est aussi le 9-ème décile de la loi de probabilité de 22 . Notons 2
[image: image99.wmf] la valeur observée du début de ce paragraphe (pourcentage de réponses à une même question chez 100 hommes et 100 femmes) :

-si 2
[image: image100.wmf] (2,7, alors la différence sera dite non significative au risque de 10%.

-si 2
[image: image101.wmf] >2,7, alors la différence sera dite significative au risque 10% ; autrement dit on conclut que la différence est trop grande pour être imputée à la seule fluctuation d’échantillonnage.

Le  risque 10% correspond au fait que dans la simulation, on se serait “ trompé ” dans 10% des cas. Mais comme on l’a vu -le 9-ème décile observé sur la série simulée est égal à la précision considérée au 9ème décile théorique, la conclusion ne dépend pas de la simulation faite. Pour avoir une conclusion au risque de 5% (resp. 1%), il faudrait remplacer 2,7 par 3,8 (resp. 6,6).

Signalons enfin que la procédure ci-dessus s’applique si les deux séries initiales ne sont pas de même taille. On démontre, par le calcul des probabilités, que la valeur de 22 doit simplement être remplacée par : 


[image: image102.wmf]  ,  où n et n’ sont les tailles des deux sondages et 
[image: image103.wmf].
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