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LES DECIMALES DE π
BERNARD EGGER

La génération de suites de nombres pseudo aléatoires est un enjeu essentiel pour la
simulation.
Si comme le dit B Ycard dans le cours écrit pour le logiciel SEL, « Paradoxalement, le
problème de démontrer qu'une suite particulière est aléatoire est indécidable en général »,
le test du Chi-deux peut nous permettre de rejeter éventuellement une hypothèse. Nous
allons l’appliquer aux 1250 premières décimales de π.
Bien entendu le nombre 1250 est « petit ». Il permet simplement de donner une image de
ce qui est faisable. Il a l’avantage de permettre des traitements informatiques rapides
tant sur Derive que sur Excel.

Nous partons de l’hypothèse que les décimales de π ont une distribution uniforme. C'est-
à-dire que pour 1250, on en attend théoriquement 125 pour chacune des valeurs de 0 à 9.
Qu’en est-il exactement ?

La première tâche est de saisir ces 1250 décimales.
Pour cela nous allons à nouveau utiliser le logiciel de calcul formel Derive.
Celui-ci permet d’afficher π avec bien plus de 1250 décimales.

Ci-dessus par exemple, il y en a 1500.
Bien entendu, on pourrait envisager de saisir avec patience tous ces chiffres dans les
1250 premières lignes de la colonne A du tableur. Mais l’entreprise a de quoi rebuter.
C’est donc en utilisant les fonctions de texte des tableurs que nous allons opérer.
Pour comprendre la méthode commençons par ne prélever que les 10 premières
décimales.



2

On a utilisé les fonctions de traitement des chaînes de caractères que contient Derive.

On copie dans le presse papier la chaîne a1415926535 retournée par Derive.
On colle cette chaîne dans la cellule D2 du tableur par exemple.

La lettre « a » sert tout simplement à empêcher le logiciel d’évaluer 1415926535 comme
un nombre ce qu’il ne manquerait pas de faire.
Il ne reste plus qu’à extraire chacun des chiffres et à les ranger dans les cellules B1,…,
B10, la colonne A contenant les entiers de 2 à 11.
La fonction STXT qui extrait une sous chaîne d’une chaîne donnée, à partir d’un certain
rang, et d’une longueur donnée, remplit parfaitement ce rôle.

Les résultats retournés ne sont pas des nombres mais des « lettres ». On peut les
conserver sous cette forme, ou bien les transformer en chiffre à l’aide de CNUM :

On peut même combiner les deux opérations avec en B1 :  =CNUM(STXT($D$2 ;A1 ;1)
C’est ce que nous ferons par la suite.
Pour clarifier la mise en page et en vue d’une utilisation pour un autre test, nous allons
découper le problème en 5 étapes, en extrayant des chaînes de 260 décimales dont nous
placerons les 250 premières valeurs en 5 colonnes.

La colonne A contient les entiers de 2 à 251.

Il reste maintenant à extraire les différentes chaînes dans Derive.
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On commence par éliminer le « 3. ».

On extrait les 250 premières décimales, puis on ajoute la lettre « a » devant :

On copie le résultat  dans le presse papiers et on le colle dans le tableur, en cellule G1
par exemple.
En cellule B1, on entre la formule : =CNUM(STXT($G$1 ;A1 ;1)).
Puis on copie cette formule, on sélectionne la première plage et l’on fait CTRL V.
On retourne à Derive pour les 250 décimales suivantes :
La procédure est totalement identique.

(remarque : l’instruction t :=APPEND(a,w) n’est en réalité pas à réécrire, puisqu’elle
s’applique à la nouvelle valeur de w).
Et ainsi de suite… En définitive, on a :

Il ne reste plus qu’à comptabiliser le nombre d’occurrences de chaque chiffre.
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En colonne I, on fait apparaître les effectifs théoriques pour une distribution uniforme,
c'est-à-dire 125 et l’on applique le test du Chi-deux.

Le résultat obtenu est très bon. On ne peut pas rejeter l’hypothèse que la répartition des
1250 premières décimales de π soit uniforme.
Mais bien sûr nous n’avons pas prouvé qu’il s’agit d’une suite « aléatoire » : nous aurions
par exemple obtenu le même pourcentage avec un nombre dont les 117 premiers chiffres
après la virgule auraient été des « 0 », les 143 suivants des « 1 », etc.

LE TEST DU POKER

Pour tester la qualité d’un générateur de nombres pseudo aléatoires, plusieurs moyens
sont possibles. Le test d’uniformité est un des plus fréquent : nous l’avons utilisé pour la
suite des décimales du nombre π.
Il consiste par exemple à vérifier que pour un grand nombre de nombres pseudo
aléatoires compris entre 0 et 1, comme ceux retournés par la fonction ALEA, le premier
chiffre après la virgule qui est compris entre 0 et 9 a pour chacune des valeurs possibles
une fréquence « autour de 10% ».

Si par exemple on place dans la plage A1 :E1000 la formule matricielle
{ENT(10*ALEA)} (rappelons que pour introduire une telle formule, on sélectionne la
plage, puis en ligne de formule, on entre cette formule sans accolade et l’on tape sur
CTRL MAJ ENTRÉE), et si l’on compte le nombre d’apparition de chaque chiffre à
l’aide de l’instruction NB.SI, le test du Khi-deux appliqué par rapport aux valeurs
théoriques d’une distribution uniforme, à savoir 500 pour chaque chiffre, ne permet pas
de rejeter l’hypothèse d’une distribution uniforme
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Mais ce test d’uniformité n’est pas suffisant pour considérer que l’on a un « bon
générateur ». En effet il donnerait le même résultat si par exemple pour l’écran ci-
dessus, tous les 0 correspondaient aux 478 premières valeurs, tous les 1 aux 542 valeurs
suivantes…

Un test plus efficace est celui dit du « poker ».
On utilisera le livre d’Arthur Engel, Les certitudes du hasard, pour le décrire :
Les chiffres à tester sont regroupés par bloc de 5. Il existe 105 tels blocs et chacun a donc
la probabilité 10-5 d’apparaître. Ces blocs de 5 chiffres sont regroupés en 7 catégories dont
les probabilités sont calculées. On compare alors ces probabilités avec les fréquences
observées.
Le tableau ci-dessous donne la description de ces 7 catégories, lointainement inspirées
du poker :

N° DESCRIPTION TYPE EXEMPLE PROBABILIT
É

1 Chiffres distincts abcde 34679 0,3024
2 Une paire aabcd 05609 0,5040
3 Deux paires aabbc 43354 0,1080
4 Un triplet aaabc 67669 0,0720
5 Paire-triplet aaabb 77676 0,0090
6 Quadruplet aaaab 22212 0,0045
7 Quintuplet aaaaa 77777 0,0001

On laisse au lecteur le soin de vérifier ces probabilités.

A l’aide de ce tableau théorique et du test du χ2, on peut examiner si les décimales de π
remplissent bien ce test.
Nous allons reprendre les  décimales, que nous avons déjà rangées en paquets de 5
puisque nous les avons écrites en 250 rangées de 5 colonnes.
Il suffit de compter combien de ces paquets contiennent 5 chiffres distincts, une paire,…
Bien évidemment ce rangement n’est pas tout à fait aléatoire, mais il nous suffira dans
un premier temps (créer un rangement en paquets de 5 plus aléatoire ne présente pas de
difficulté majeure de programmation : il suffit de placer les 1250 décimales dans un
tableau ; on désigne aléatoirement  un indice du tableau et l’on range le contenu dans
une cellule. On place alors la dernière case du tableau dans la case maintenant vide, et
l’on recommence avec une décimale de moins jusqu’à ce que l’on ait épuisé les décimales).

Il faut donc apprendre au tableur à compter chacun des cas.
Le principe sera le suivant : dans un premier temps nous mettons à 0 les cellules qui
contiendront le nombre d’occurrences de chaque type : paire, brelan… (ces valeurs seront
rangées tout au long de l’exécution du programme dans un tableau pok à 7 cases).
Pour chacune des 250 lignes on place les cinq cellules dans un tableau nommé table,
tableau que l’on trie de façon à ce que les cellules de même valeur soient placées côte à
côte.
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Appel de la procédure par le mot clé sub.
Zone de définition de tableaux avec leur
dimension entre parenthèses. On ne fixe pas
le type de contenu de chaque tableau (c’est
ce que signifie Variant)

Initialisation du tableau pok.

Pour chacune des 250 lignes, on procède de
la même façon.

On range dans table les contenus de la
ligne et l’on trie table de façon à ce que les
cellules de même contenu soient contiguës.

Pour chaque valeur différente de table, on compte le nombre de fois où
elle apparaît, à l’aide d’un tableau table2.
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Le tableau resul contient 5 cases : la
première indique le nombre de valeurs
qui n’apparaissent qu’une seule fois dans
table, la deuxième le nombre de celles
qui apparaissent deux fois, la troisième
trois fois, etc.

En fonction des valeurs contenues dans
resul, on peut savoir la structure de
table et modifier le contenu de pok.

Affichage sur l’écran du tableur des
résultats.
Et redémarrage de la boucle.

Au bout de quelques secondes, on obtient :

En colonne I, on place les probabilités théoriques données plus haut et les effectifs qui
correspondent pour 250 lots (le test du Khi-deux ne s’applique impérativement qu’à des
effectifs).
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Pour appliquer le test du Khi-deux, il faut également que les effectifs de chaque
modalités soient supérieurs ou égaux à 5. On procède donc à un regroupement des
dernières lignes et l’on applique le test.

On peut considérer que les 1250 décimales de π ont passées avec succès le test du poker.
Mais est-ce bien sûr ? Notre rangement initial y est-il pour quelque chose ?

Montrons comment nous pourrions distribuer de façon plus aléatoire les 1250 décimales.
On commence par renommer la feuille de travail qui contient les 1250 décimales (par
exemple « poker et pi ») et une autre feuille, par exemple « poker 2 ».
On introduit dans l’éditeur Visual Basic le programme suivant :

On entre dans le tableau
decimale les 1250 décimales
qui se trouvent dans la feuille
« poker et pi ».

On active la deuxième fenêtre et on
initialise les deux variables i et k

Et enfin le corps du programme avec le replacement des 1250 décimales en 5 colonnes et
250 lignes
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Comme on peut le constater ci-dessous, si l’on fait fonctionner l’ensemble des
programmes (tri puis poker)on trouve des résultats tout à fait différents à chaque
exécution.
Il est difficile d’en conclure quelque chose concernant les décimales du nombre π, ne
serait-ce que du fait du relativement petit nombre de décimales choisies. Toutefois, nous
rencontrons une fois de plus la difficulté évoquée plus haut concernant la preuve
statistique.

Même en tenant compte de l’inévitable
fluctuation d’échantillonnages, il semble

difficile de conclure sur le comportement des
1250 premières décimales de π vis à vis du

test du poker.


