seve les calcwlalrices T (par Bernard EGGER)

ELEMENTS PRIMITIFS DE Z/117Z

wzyitelmodle®, 11), k, 1, 1)
f6 3 7 9 18 5 8 4 2 13

suite{mod{6"k, 11> k. 1. 10>
HAIN T EOME 1./50

6 est un élément primitif de Z/117Z : les 10 restes sont différents dans la division
euclidienne de 6k par 11, £ variant de 1 a 10.

woyitelmod(s®, 11), K, 1, 10)
{6 3 7 9 18 5 8 4 2 13

wsuitelmodlz®, 11), K, 1, 18]
£2 4 2 S 1@ 3 F 3 6 13

wsyitelmod( 2k, 11), K, 1, 10)
£2 9 5 4 1 3 9 5 4 13

2 aussi, mais pas 3.
Cherchons tous les éléments primitifs de Z/117Z.

1 11 11 11 11 1]
Z 48 5183 F 3 & 1
3 93 41 3 9 5 4 1
4 59 31 435 3 3 1
s 3 4 91 53 49 1
.I':\. xz 7 9 10 5 ﬂ. d =2 i |
womod¢ ik 11>, k1 10> . .1 10>
111} FEAD AUTO FOWC 1Y
Sur Derive, on a
i
UECTOR{UECTOR{MOD{j . 11>, i, 1. 18), j. 1, 183
i 1 i 1 i 1 i 1 1 1 °
2 4 8 5 18 9 7 3 6 1
3 9 5 4 i 3 ? 5 4 1
4 5 ? 3 i 4 5 9 3 1
5 3 4 9 1 5 3 4 ? 1
6 3 7?7 9 18 & 8 4 2 1
7?7 5 2 3 18 4 6 9 8 1
8 9 6 4 18 3 2 5 7 1
? 4 3 5 i 9 4 3 5 1
iAa 1 18 1 18 1 18 1 18 1 |




Les éléments primitifs de Z/11Z sont donc : 2, 6, 7 et 8.
De la méme facon on peut déterminer les éléments primitifs de Z/13Z.

i
VECTOR(VECTOR{MOD{j . 13}, i. 1. 12}. j. 1. 12}

1 1 11 1 1 11 1 1 1]
2 4 8 3 6 12 11 92 5 18 7?71
3 ? 1 3 ? 1 3 9 1 3 1
4 3 12 92 18 1 4 3 12 2 18 1
5 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 1
6 18 8 9 2 12 7?3 5 11 1
7 18 5 % 11 12 6 3 8 2 1
8 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 1
? 3 i 9 1 2 3 1 ? 3 1
18 2 12 3 i 18 92 12 3 4 1
11 4 5 3 12 2 9 8 18 6 1

| 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 |

Il gagitde: 2,6, 7et 11..
6 et 7 sont des éléments primitifs communs a Z/11Z et a Z/137Z.

On considere alors le reste dans la division euclidienne par 10 de I'entier relatif égal a la
différence du reste de 6™ dans la division par 11 et du reste de 7* dans la division
euclidienne par 13, n étant un entier naturel non nul donné.

Les restes possibles sont donc les entiers compris entre 0 et 9.

La suite de ces restes présente-t-elle une période ?

Pour cela on fera varier n de 1 a 70.

w cuitelmodimod(s’, 11) - moal 71, 13), 18],
9 I 2 8 9 I 2 1 4 F 4 2p

L’écriture est peu explicite. On peut I’écrire sous forme de matrice :

via Fﬁ; Era3fc, FIL:;.';‘E' ESFF'sr*gm Het{g;ageT
a2 U9 3 21 4 7

4 2 0 9 56 7 2 6 B
2 9 5 28 3 3 F 31 9
oo 9 582 4 1 4 7 2
21 1 &6 2 1 &6 3 51
1 4 6 ¥V 4 2 0 0 8 0Q
. a9 .

suitetsuite modimod (6" ¢i+10j2..

b Eal AUTO FOMC 230

La période est plus facile a trouver ici : la suite des nombres de la premiere ligne se
retrouve a la derniére. la période est donc de 60.

On peut maintenant introduire des éléments supplémentaires que 'on notera s et ¢ qui
sont des entiers entre 1 et 10 pour s et entre 1 et 13 pour ¢.



On cherche alors la période de : mod(mod(sx6",11) —mod(¢ x7",13),10)

On peut écrire cette liste de terme sous la forme d’une fonction a deux variables :
p

ran(s,t) = mod(mod(s x 6",11) — mod(t x 7",13),10)
ou sous forme matricielle : ran(s,t) = mod(mod(s x 6% ,11) — mod(¢ x 7°*'%/,13),10), avec i

variant de 1 a 10 et j variant de 0 a 6.

Sur Derive :

ran{s, t) =

18). j. 8. 6)

Sur la calculatrice I'instruction est identique si 'on remplace « vector » par « suite ».

On obtient par exemple :

ran{l.
[ 7 3
4 2
8 9
a 8
5 1
1 4
? 3
ran{b .,
[ 1 6
5 3
7 04
2 5
g8 8
6 7
| 1 6

Dans chaque cas la période est de 60 qui est égal a

1

)
2
a
5
9
1
6
2

4)
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i+ 18-j

]

i+18-j

11 — MOD{t -7

ran{l. 7}

[ 7?7 4 1 4 6
6 2 8 A 9
3 7 2 8 8
4 1 6 3 7
5 3 7 7 4
8 8 8 92 &

| 7 4 1 4 6

ran{i1B8, 11)

[ 3 2 1 4 7
6 7 2 6 8
5 3 5 1 9
4 1 4 7 2
i 6 3 5 1
2 8 8 @ @8

| 3 2 1 4 7

11-1)(13-1)

[--I - B R - U - -

[ 2 DU -~ T - = -

=T - T C R T - ]

=R TE R R -

-

133, 18}, i.

[TER - Y T - A D -~ N T I AL

[ I T =L T~ I

Sil'on remplace modulo 10 par modulo 16 par exemple, cela ne change rien

[ 5= T T [ - L B e [

L=~ e BN - L T ¥ o B - < B =

L - L T - - B I N T

[ B = Y N = I - = B TE N 1

1,



+ +

i 18-3 i 18-j
ranh{s, t} = UECTOR{UECTOR{MOD{MOD{s -6 » 11} — MOD{t -7 ~ 13}, 16}, i, 1.

183, i. 8. 6)

ranh{?, 8)
5 8 4 i 18 13 g8 11 ? 1
6 2 1 6 3 11 ? 1 18 12
i3 4 2 a a a 8 15 9 2
a 15 2 2 i 18 13 4 2 a
i5 5 12 13 8 12 14 14 15 5

8 3 11 3 11 ? 5 a a 15
5 8 4 i 18 13 8 11 ? 1

Recommencons avec deux autres nombres premiers, par exemple 17 et 23 :
les éléments primitifs de Z/17Z sont :

i
UECTOR(VECTOR{MOD{j , 17). i, 1. 16}, j. 1. 16}

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
2 4 8 16 15 13 2 1 2 4 8 16 15 13 2 1
3 2 18 13 £ 15 11 16 14 8 ? 4 12 2 6 1
4 16 13 1 4 16 13 1 4 16 13 1 4 16 13 1
5 8 & 13 14 2 18 16 12 2 11 4 3 15 71
6 2 12 4 ? 8 14 16 11 1% 5 13 18 2 1
? 15 3 4 11 2 12 16 18 2 14 13 6 8 51
8 13 2 16 2 4 15 1 8 13 2 16 2 4 15 1
2 13 15 16 8 4 2 1 2 13 15 16 8 4 2 1
18 15 14 4 6 2 5 16 ? 2 3 13 11 8 12 1
11 2 5 4 18 8 3 16 & 15 12 13 ? 2 14 1
12 g8 11 13 3 2 ? 16 5 2 4 14 15 18 1
13 16 4 1 13 16 4 1 13 16 4 1 13 16 4 1
14 13 12 15 6 16 3 8 18 4 5 2 11 1
15 4 16 2 13 8 1 15 4 2 16 2 13 g8 1

| 16 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 |

Les éléments primitifs sont : 3, 5, 6, 7, 10, 11,12, 14.
On reprend le méme calcul avec Z/23Z

1
UECTOR{UECTOR{MOD{j . 23>, i, 1, 22), j. 1, 22}
On trouve que les éléments primitifs sont : 5, 7,10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21.
On construit comme précédemment la fonction :

i+ 18-j i+18-j
ran(s, t) := UECTOR(UECTOR(MOD(MOD(s -14 . 17) — MOD(t-21 . 23), 18), i, 1,

18, j. 8. 19}

Selon le résultat précédent nous nous attendons a une période de :



(23-1)A7-1) _22x16

5 =176
On peut essayer avec s = 7 et t = 8.
On trouve :

ran{?. 8>

[ & 3 8 32 & 7?7 7?7 9 3 1
?7 5?7 6 2 4 6 8 3 4
?7 5 1 1 2 2 2 5 8 3
g8 3 8 6 1 8 6 8 1 8
2 3 3 3 4 5 4 4 3 6
4 5 5 2 3 4 @8 7?7 2 8B
4 2 7?7 5 4 4 B 7?7 1 A
g 4 3 4 1 ? 6 &8 5 7
3 2 8 4 4 1 2 2 7 6
7 8 1 8 B 6 2 &8 8 A
2 5 8 7?7 7 3 B8 7 2 b
2 8 8 2 5 &5 2 7 6
? 2 8 3 1 1 2 5 1 @A
& 8 7 4 3 7?7 4 % 1 A
g A 4 1 2 4 5 3 9 1
& 8 5 ?2 5 2 6 1 9 1
2 1 4 2 1 ? 4 2 4 2
5 9 2 2 8 7 6 3 8 3
e 7?7 7 9 i 7?2 5 7 6
7 4 6 3 4 7 5 1 1

Le 177¢me terme.

Les nombres premiers choisis par Texas sont p =2 —85 et p'=2% —249 avec comme
éléments primitifs : a = 40014 et a’ = 40692.
(2% =85 -1)x(2* —249-1)
2

Les valeurs de s et de ¢ sont variables : il s’agit en fait des termes successifs de deux
suites géométriques modulo p ou p’, de raisons respectives a et a’ et dont le premier
terme est défini par 'initialisation.

Pour bien en comprendre le fonctionnement, donnons un exemple.

Supposons que 'on se donne deux nombres s, et s,comme termes initiaux des deux

=2305842648436451838

La période est :

suites récurrentes que nous allons construire.
Ona u,=sety,=s,.

On aura alors u, =mod(y, xa, p)et v, =mod(v, xa',p").



mod(y, —v,,p—1)

p-1 '
Sur la TI-89 ou sur la TI-92, on peut modifier les valeurs de ces termes initiaux. Ils sont
rangés dans les variables systeme seed1 et seed2.

Le premier nombre aléatoire calculé par la machine est alors :

" 40014 + a1 40014
" 4E592 + a2 40593
w23l gm0y 2147453563
w23l _ogaspz 2147423399
m PR s seedl 23
7Y S seped? s

On calcule les deux premiers termes des deux suites autres que les termes initiaux :

B modiseed]l -al.pl)+ 21 20322,
B modseed? - a2, p2) + 52 J214662.
. ”‘:'d':Slp'lE'_E;pl =) . 998931611545
B pbrAl&at() 998931611844
B oed] Q2OI2Z.
B copd? 214668,

On remarque que la calculatrice modifie les deux variables systémes avec les contenus
des premiers termes des suites.
Regardons un coup plus loin.

" mod(=1-31,p1l)+ =1 319543937,
" od(=2- 82, p2) + 52 1962266316,
. ”Dd':f'lp'f_z{ RN . 234592090364
" hbrALEatO) . 234522090365
" zeedl 319543937,
" seed? 1962266316,

On remarquera toutefois la 1égere différence dans les valeurs approchées (on peut penser
que Texas ayant le méme générateur sur les TI-83 et les TI-89 a choisi une précision de
calcul correspondant a celle de la TI-83).

L’instruction IniNbrAl permet l'initialisation du générateur, c'est-a-dire des deux termes
initiaux. Cette instruction n’a qu'un argument qui est un entier (on peut prendre un
décimal comme argument, mais la calculatrice le remplace par sa partie entiére).

PourOet1l,ona:

B JhiMbrAL O Fait
LE=-1-00 0 12345,
mzoad? SFE90,
B ThiMbrAl 1 Fait
L1000 40014,
L tTT e 1.

Pour 2 et 10 par exemple :




B IniHbrAlL 2 Fait
LE=-1-00 0 200258,
B zoad? 2.
8 InidbrAl 10 Fait
B zeed] 400140,
==l 10,

Pour 59623 par exemple :

B IniMbrAl 99823 Fait
= zeedl 238271159,
mzoad? S523E.
B 5952340014 238570472
B ol 2385754722, pld 238271159

Reste a prouver que cela donne bien une distribution uniforme.
Mathématiquement c’est une autre histoire. On peut toutefois se donner une idée
graphique de ce qui se passe.

On commence par un petit programme permettant le tracé de points dont les deux
coordonnées sont des nombres aléatoires compris entre O et 1 :

HETEI N

Et sur 1la TI-83 :

EOGERM: HEFAL
tForcl.1.186868>
HbrAl&at+H
HbrAl&at+E
Ft—-AfFFiAH.B
:End

Et la représentation graphique :
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